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空間曲線C ⊂ P3は代数幾何学の研究の歴史の中でも最も古典的な研究対象の一つで
ある. 中でも非特異 3次曲面に含まれる空間曲線は, 曲面の持つ美しい性質から良く研
究されてきた. P3のヒルベルトスキームHilbP3において, 次数 dと種数 gの非特異連
結曲線C ⊂ P3のなす部分スキームをH(d, g)scにより表す. Kleppe [2]は非特異 3次曲
面に含まれる空間曲線の極大族に関する次の予想を与えた.

予想 1 (Kleppe (Elliaによる修正版)) d > 9かつ g ≥ 3d−18とする. W ⊂ H(d, g)sc

をその一般元Cが非特異 3次曲面に含まれるような空間曲線の極大族とする (W = W ).

もしCが線形正規であり∗, かつH1(P3, IC(3)) 6= 0を満たせば,

(1) W は (H(d, g)sc)redの既約成分であり,

(2) H(d, g)scはW に沿って生成的に被約でない (generically non-reduced).

ここで d > 9ならばW の次元が d+ g+18 (= dim |OS(C)|+dim |OP3(3)|)に等しいた
め, 結論 (1)は等式

dim[C] H(d, g)sc = d+ g + 18 (♥)

と同値である. またこのとき

h0(C,NC/P3) = dimW + h1(P3, IC(3)) (♣)

が成り立つことから, 結論 (2)は (1)より直ちに従う. この予想は空間曲線のヒルベル
トスキームの既約成分の分類問題にも関係し, 基本的な問題の一つである. 種数 gが次
数 dと比較して十分大きい場合には予想 1が正しいことが知られている ([2, 1]). 本研
究では d, gによらない条件を仮定し, 予想を部分的に証明した.

定理 1 (cf. [4]) Cが 2次正規, すなわちH1(P3, IC(2)) = 0を満たすならば, 予想 1は
正しい.

予想 1の曲線C ⊂ P3に対し唯一つの中間非特異 3次曲面C ⊂ S ⊂ P3が存在する. 射
影スキームXに対し, Xのヒルベルト旗スキームをHFXによって表せば, 等式 (♥)の
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右辺はHFP3の (C, S)における (期待)次元 χ(P3, N(C,S)/P3)に等しい. ここでN(C,S)/P3

は対 (C, S)の P3内の法束† を表す. 定理 1の証明には次の補題が用いられる.

補題 1 射影スキームX に正則に埋め込まれた閉部分スキームの列 C ↪→ S ↪→ X を
考える. もしH1(X,N(C,S)/X) = H0(S, IC/S ⊗S NS/X) = 0 が満たされ, さらに任意の
α ∈ H0(C,NC/X) \ im p1に対し, その第 1障害 ob(α)が零でないならば

dim(C,S) HFX = dim[C] HilbX

が成り立つ. ただし写像 p1 : H0(X,N(C,S)/X) → H0(C,NC/X) は (第 1)射影HFX →
HilbX, (C, S) 7→ [C] の接写像とする.

予想 1のCに対し coker p1 ' H1(P3, IC(3))が成り立つ. 定理 1ではCが 2次正規のた
め,補題 1のα ∈ H0(C,NC/P3)\ im p1の外成分πC/S(α)は, S上の適当な直線E1, . . . , Ek

に対し, S上の直線束NS/P3(E1 + · · ·+Ek)の大域切断 (極付き無限小変形)へリフトす
る. このリフティングと 3次元多様体上の曲線の第 1変形障害に関する結果 ([3])を組
み合わせて用いることにより ob(α) 6= 0が示される.

もう一つの研究結果としては, 非特異 3次曲面 S ⊂ P3上の非特異空間曲線Cに対し
Cの P3内の変形が障害を受けるための十分条件を曲面上の直線を用いて与えた. S上
の直線束 Lを L := OS(C)⊗N−1

S/P3 によって定義する.

定理 2 (cf. [4]) L +KS ≥ 0かつ S上のある直線Eに対しm := −L.E > 0を仮定す
る (すなわちLは nefでない). このとき次のどちらかの条件が成り立てばC ⊂ P3の変
形は障害を受ける (obstructed), すなわちHilbP3は [C]で特異である:

(1) m = 1,

(2) 2 ≤ m ≤ 3かつ, S上の因子∆ := L+KS − 2mEに対し制限写像
% : H0(S,∆) → H0(E,∆

∣∣
E
)

が全射的である.

一方, |L+KS| = ∅またはLが nefの場合は, C ⊂ P3は障害を受けない (unobstructed).
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†射影スキームX と正則埋め込み C ↪→ S ↪→ X に対しN(C,S)/X := NC/X ×
NS/X
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