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1 はじめに

空間曲線のHilbert schemeの非被約性に関して講演した. 詳しくは [7]を参照されたい. P3内

の非特異連結曲線のHilbert schemeをHS
P3で表す. HS

P3は空間曲線の基本的な不変量である次数

dと種数 gを (すなわちHilbert多項式を)固定した時の曲線からなる subscheme HS
d,g の disjoint

union である. Mumford [5]はHS
P3が被約でないことを証明し, これを pathology と呼んだ. 彼

は被約でない HS
14,24の既約成分を以下のように構成した: まず一般元Cが非特異 3次曲面に含

まれるようなHS
14,24の 56次元既約閉部分集合W を考え, HS

14,24の点 [C]における (Zariski)接空

間の次元が 57次元であることを示した. さらにW が (HS
14,24)redの部分多様体として極大であ

ることを示しHS
14,24が (従ってHS

P3が)被約でないことを証明した.

本稿ではMumford’s pathology の一般化を考える. Hilbert scheme HS
d,gの既約閉部分集合で

あり, かつその一般の曲線Cが非特異 3次曲面に含まれるもののうちで極大なW がひとつ与え

られたとする. (W の具体的記述については §2参照.) この時次の問題を考える.

問題 1.1. W は (HS
d,g)redの既約成分か? もし既約成分ならHS

d,gはW に沿って非被約か?

まず d > 9の時, W の次元は d + g + 18である. 一方でHS
d,gの既約成分の次元は 4d以上であ

る為, 問題 1.1が自明でないような対 (d, g)の領域として

Ω :=
{
(d, g) ∈ Z2|d > 9, g ≥ 3d − 18

}

が考えられる. さらに W の一般元 C に対する cohomology群 H1(P3, IC(3)) が重要である.

Hilbert scheme HS
P3の点 [C]における接空間は曲線C ↪→ P3の1位無限小変形全体でありH0(NC)

でパラメトライズされる. 各々の次元の間には次の不等式が成立する:
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dim W ≤ dim[C] H
S
P3 ≤ h0(NC/P3). (1)

┗━━━━━━━━━━┛
差は h1(IC(3))次元

W の取り方からH1(IC(3))の元は 3次曲面の外に出ようとするCの 1位無限小変形に対応する.

H1(IC(3)) = 0の時, 式 (1) の全ての等号が成立する為W はHS
d,gの被約な既約成分になり, 問

題 1.1は自明である. 我々は問題 1.1が非自明になるH1(IC(3)) 6= 0の時のうち, h1(IC(3)) = 1

の場合に限定して考えた. この時問題 1.1の答えは, 次の 2つのうちのどちらか 1つになる (i.e.

dichotomy):

(A) W は (HS
d,g)redの既約成分であり, HS

d,gはW に沿って被約でない.

(B) W を真に含むHS
d,gの既約成分 V が存在しその一般元は非特異 3次曲面に含まれない.

さらにHS
d,gはW の生成点で非特異である.

我々は (B)が起こらずいつでも (A)になることを示した.

主定理 1.2. (d, g) ∈ Ωとする. W をHS
d,gの既約閉部分集合としその一般元Cが非特異 3次曲

面に含まれるとする. さらにW はそのような集合の中で極大とする. もし h1(IC(3)) = 1なら

W は (HS
d,g)redの (d + g + 18)次元既約成分であり, HS

d,gはW に沿って被約でない.

従って次の予想が h1(IC(3)) = 1の時に正しいことが証明された.

予想 1.3 (Kleppe [4], Ellia [2]). (d, g) ∈ Ωとする. W をHS
d,gの既約閉部分集合としその一

般元Cが非特異 3次曲面に含まれるとする. さらにW はそのような集合の中で極大とする. も

しH1(IC(3)) 6= 0かつH1(IC(1)) = 0ならW は (HS
d,g)redの (d + g + 18)次元既約成分であり,

HS
d,gはW に沿って被約でない.

この予想は最初 Kleppeにより [4]においてH1(IC(1)) = 0 の仮定を伴わない形で予想され

た. 彼は次の (d, g)-領域で予想が正しいことを証明した: d ≥ 18に対しては g > 7 + (d− 2)2/8,

14 ≤ d ≤ 17に対しては g > −1+(d2−4)/8. その後Elliaは [2]において d ≥ 21かつ g > G(d, 5)

の時予想が正しいことを証明するとともに, H1(IC(1)) 6= 0の時の反例を示した. ここでG(d, 5)

は 4次曲面に含まれない d次曲線の最大種数を表し, d À 0の時G(d, 5) ≈ d2/10である. 我々

の主定理は予想 1.3に対し彼らの結果を補うものの, 予想の完全解決には至っていない. なお主

定理を示す過程において, 曲線Cのある 1位無限小変形が 2位変形へのリフトの際に障害を受

けることを示した (cf. 命題 3.1). この結果は Mumford’s pathology に対するCurtin [1]の結果

の一般化になっている. 一方主定理の応用としてHS
P3の可算無限個の異なる非被約既約成分を

具体的に与えた (cf. 例 4.1).



2 3-maximal subsets of HS
d,g

まず §1(問題 1.1)で考えたHilbert schemeの既約閉部分集合W を非特異 3次曲面上の因子の

線型系を用いて具体的に記述する. [5]においてMumfordの与えた集合は具体的には

W :=
{
C ∈ HS

14,24

∣∣ C ⊂ ∃S: 非特異 3次曲面, C ∼ 4H + 2E,

ただしHは Sの超平面切断, Eは S上の直線 }−

である. (ここで −はHS
14,24における閉包を意味する.) Kleppe [4]はこのような集合を以下の

ように一般化した. 非特異 3次曲面 Sは, P2を一般の 6点で blow-upしたものの | − K|による
埋め込みである. P2の直線の引き戻し lと 6つの例外曲線 ei (1 ≤ i ≤ 6)の集合は Sの Picard

群 Pic Sの自由基底をなすので, Sの因子類D = al −
∑6

i=1 bieiを 7整数の組 (a; b1, . . . , b6)に

対応させることで同型Pic S ' Z7が得られる. 一方Pic Sには (−2)-因子による鏡映でWeyl群

W (E6)が作用する. この作用のおかげで, Sの任意の因子類Dに対し適当なblow-up π : S → P2

が存在し, Pic Sの基底 {l, e1, . . . , e6}に関し

b1 ≥ . . . ≥ b6, かつ a ≥ b1 + b2 + b3 (2)

を満たす. このようなW (E6)に関する標準基底の下で

|D| 6= ∅かつ |D|は固定点自由⇐⇒ b6 ≥ 0 (3)

が成り立つ. 従って Bertini の定理から, もし a > b1かつ b6 ≥ 0なら |D|の一般元 Cは非特異

連結曲線であり, 次数 dと種数 gはそれぞれ

d = 3a −
6∑

i=1

bi, g =
(a − 1)(a − 2)

2
−

6∑

i=1

bi(bi − 1)

2
(4)

となる.

定義 2.1. 条件 (2),(3),(4)及び a > b1を満たす 7整数の組 (a; b1, . . . , b6)に対しHS
d,gの既約閉部

分集合W(a;b1,...,b6)を

W(a;b1,...,b6) :=
{
C ∈ HS

d,g

∣∣ C ⊂ ∃S: 非特異 3次曲面, OS(C) ' OS(a; b1, . . . , b6) ∈ Pic S
}−

で定義し HS
d,g の 3-極大集合 (3-maximal subset)と呼ぶ. (ここで OS(a; b1, . . . , b6)は S の因子

D = al −
∑6

i=1 biei に付随する可逆層を表す. )

3-maximal subset W(a;b1,...,b6)はHS
d,gの既約閉部分集合であり, その構成の仕方から一般元が

非特異 3次曲面に含まれるもののうちで極大である. また逆に, HS
d,gの既約閉部分集合W でその

ような性質を持つものは適当な (a; b1, . . . , b6)に対し 3-maximal subset としてW = W(a;b1,...,b6)

と表される. 特に d > 9の時は, そのようなHS
d,gの既約閉部分集合と (2),(3),(4)及び a > b1を

満たす 7整数の組全体の間に 1対 1対応が存在する. 詳しくは [7]を参照されたい.



例 2.2. g = 3d− 18の時 h1(IC(3)) = 1を満たすHS
d,gの 3-maximal subsets W を次数の小さい

ものから順にあげる.

d g 3-maximal subset

14 24 W(12;4,4,4,4,4,2) Mumford’s pathology ’62 [5]

15 27 W(12;4,4,4,4,3,2) Kleppe’85 [4]

16 30 W(12;4,4,4,3,3,2) Grusonと Peskine’82 [3]

17 33 W(12;4,4,3,3,3,2) —
...

...
...

...

これらは [5],[4],[3]において各々HS
d,gの非被約既約成分を与えることが示された. しかしその非

被約性の証明は全て liaison や背理法を用いたMumford的な議論によるものである.

観察 2.3. 上の例からいくつか観察してみよう. 例 2.2 にあげた 3-maximal subsets W =

W(a;b1,...,b6) がいずれも b1 ≥ . . . ≥ b5 ≥ 3, b6 = 2を満たしている点に注意されたい. C を

W の一般元とし, SはCを含む非特異 3次曲面, h (= −KS) を Sの超平面切断類とする. この

時 S上の因子の線型系 |C − 3h|は, b1 ≥ . . . ≥ b5 ≥ 3, b6 = 2より

|C − 3h| = |(a; b1, . . . , b6) − 3(3; 1, . . . , 1)|

= |(∗; ∗, . . . , ∗,−1)|

= |C − 3h − E|︸ ︷︷ ︸
固定点自由

+ E︸︷︷︸
直線

と分解する (Eは例外曲線 e6に対応する直線).

実は次の補題が成立する.

補題 2.4. d ≥ 12, g ≥ 3d − 18としW = W(a;b1,...,b6)をHS
d,gの 3-maxmal subsetとする. C, S,h

は観察 2.3と同様の記号使いとする. この時 S上の線型系 |C − 3h|の固定部分 F は, Weyl群

W (E6)に関する Pic Sの標準基底の下

F =
6∑

i=1
bi<3

(3 − bi)ei

と表される. さらに同型

H1(P3, IC(3)) ' H0(S,OF )

が成立する. 特に h1(P3, IC(3)) = ] {i|bi = 2} + 3(] {i|bi = 1}) + 6(] {i|bi = 0})である.

補題から特に次の同値性を得る:

h1(P3, IC(3)) = 1 ⇐⇒ |C − 3h|の固定部分は直線⇐⇒ b6 = 2 かつ b5 ≥ 3. (5)



3 空間曲線の変形と障害, 及び主定理の証明

C を P3内の非特異連結曲線とする. C ↪→ P3の 1位無限小変形とは P3 × Spec k[t]/(t2)の

closed subscheme Cεで Spec k[t]/(t2)上 flatでCε ⊗ k = Cを満たすものをいう. Cの 1位無限

小変形全体は Hom(IC ,OC)でパラメトライズされるので, 以降 C ↪→ P3 の 1位無限小変形と

Hom(IC ,OC)の元を混同して用いる. P3上の層の完全列

0 −→ IC −→ OP3 −→ OC −→ 0 (6)

から誘導される同型 δ : Hom(IC ,OC) → Ext1(IC , IC)を用いて

ob : Hom(IC ,OC) −→ Ext1(IC ,OC)

をカップ積 ob(ϕ) := δ(ϕ)∪ϕで定義する. この時ϕ ∈ Hom(IC ,OC)が 2位変形 (つまり k[t]/(t3)

上の変形)にリフトされる為の必要十分条件は ob(ϕ) = 0であり, ob(ϕ)は ϕを 2位変形にリフ

トする為の障害 (obstruction)と呼ばれる.

実際に障害類を計算して本稿の核となる次の補題を示す.

命題 3.1. Sを非特異 3次曲面, hを Sの超平面切断類とする. Sの因子類Dが次の (i)と (ii)を

満たすならば |D|の一般元Cは非特異連結曲線であり, C ↪→ P3の 1位無限小変形 (k[t]/(t2)上

の変形) でどんな 2位変形 (k[t]/(t3)上の変形)にもリフトしないものが存在する:

(i) 線型系 |D − 3h|の固定因子が直線Eである,

(ii) |D − 4h| 6= ∅.

証明の概略. |D|の一般元Cが非特異連結曲線になることを示すのは簡単なので省略する.

短完全列 (6)⊗OP3(3) より得られる cohomologyの長完全列

H0(OP3(3)) −→ H0(OC(3)) −→ H1(IC(3)) −→ 0

を考える. 仮定 (i)より h1(IC(3)) = 1であるからH0(OC(3))の元 uで P3上の斉次 3次多項式

でないものが存在する. 層準同型OP3(−3) ' IS ↪→ ICに関手Hom(∗,OC)を施して得られる全

射Hom(IC ,OC) ³ Hom(IS,OC) = H0(OC(3)) により uに写されるHom(IC ,OC)の元を ϕと

する. 命題の証明の為には次を示せば十分である.

主張 3.2. ob(ϕ) 6= 0.

主張の証明. 簡単の為にMumford’s pathology の場合 (C ∼ 4h + 2E)に限定して証明

する. Z := C ∩ E とおけば Z は長さ 2の finite subscheme である. 層の包含 IS ↪→ IC と

OC ↪→ OC(2Z)より誘導される写像 Ext1(IC ,OC) → H1(OC(3)(2Z))を πとし, obを合成写像



Hom(IC ,OC) Ext1(IC ,OC)-

H1(OC(3)(2Z))

S
S

SSw

¶
¶

¶¶/

ob

ob π

で定義する. ここで層OC(3)(2Z)は

OC(3)(2Z) ' OS(3h + 2E)
∣∣
C
' OS(−h + C)

∣∣
C
' OC(KC)

により C の標準層 OC(KC)に同型であることがわかるが, Čech cohomologyを用いて実際に

ob(ϕ)を計算すると, uのみから定まる t = t(u) ∈ H1(OC(2Z)) が存在し, ob(ϕ)はカップ積写像

H1(OC(2Z)) × H0(OC(3))
∪1−→ H1(KC)

によるカップ積 t ∪1 uに等しいことがわかる. このカップ積写像はC上の層OC(2Z)に対する

Serre duality pairingである. これだけでもかなりわかり易くなったが, さらに ob(ϕ)と拡大類

e := [0 −→ OS(KS) −→ OS(C + KS) −→ OC(KC) −→ 0]

とのカップ積 ob(ϕ) ∪ e ∈ H2(KS)を考えるのがみそである. 実際, Cへの制限が tであるよう

なH1(OS(2E))の非零元∗ t̂が存在し, ob(ϕ) ∪ e はカップ積写像

H1(OS(2E)) × H1(OS(3)(−C)))
∪2−→ H2(KS)

によるカップ積 t̂ ∪2 (u ∪ e) に等しいことがわかる. このカップ積写像は S上の層OS(2E)に

対しての Serre duality pairingである. uの取り方 (uは 3次多項式でない)から u ∪ e 6= 0もわ

かる. 従って ∪2が perfect pairingであることとH1(OS(2E))が 1次元であることから, 我々は

ob(ϕ) ∪ e 6= 0を得る. 故に ob(ϕ) 6= 0, 特に ob(ϕ) 6= 0となる.

従って命題 3.1も証明された.

命題 3.1を用いて主定理 1.2を示す.

主定理の証明. 定理のW は適当な 7整数の組 (a; b1, . . . , b6)に対し 3-maximal subset として

W = W(a;b1,...,b6)と表される. この時W の一般元Cは仮定から h1(IC(3)) = 1を満たすので, 補

題 2.4により b6 = 2かつ b5 ≥ 3を得る. 従って観察 2.3で見たようにCは命題 3.1の条件 (i)を

満たす. さらに条件 (ii)の方も (d, g) ∈ Ωを用いて示される. 従って命題より, 曲線C ↪→ P3の 1

位無限小変形でどんな 2位変形にもリフトしないものが存在する. このことは Hilbert scheme

が点 [C]において特異であることを意味する. [C]はW の一般の点であるから §1の dichotomy

のうち (A)が成立することがわかる.

∗ここに |D|内での C の一般性を用いた. 詳しくは注意 3.3(2)を参照.



注意 3.3. (1). 主張3.2の証明においてMumford’s pathology以外の一般の場合は, Eとdisjoint

な Sの有効因子∆ ∼ C − 4h − 2Eを 1つ固定する. あとは同型OC(3)(2Z + ∆) ' OC(KC) を

用いてMumford’s pathologyの場合と同様, カップ積写像を Serre duality pairing へと帰着させ

る.

(2). 主張 3.2が成立する (すなわちカップ積が零で無い) 為には Cの一般性が必要である. 実

際 Cが |D|の特別な元の時のカップ積は零になり, 従って Cの 1位無限小変形は少なくとも 2

位変形までリフトできる. 特別な元CはH0(OC(1)(−2Z)) 6= 0で特徴づけられ, この時CとE

の交わりの 2点 {p, q} (つまりZ = p + q) におけるC の接ベクトルが同一平面Hに含まれる.

C

E Hp
q

図 1: two tangents on a plane

(3). Mumford’s pathologyの場合の命題 3.1の主張を初めて証明したのは Curtin [1]である.

我々は彼の証明を一般化することにより命題を証明できた.

4 例

主定理よりHilbert scheme HS
P3が無限個の被約でない既約成分を持つことがわかる.

例 4.1 (無限個の非被約成分). λ ∈ Z≥0とする. 3-maximal subsets

W(λ+12;λ+3,3,3,3,3,2) ⊂ HS
d,4d−37, (d = 2λ + 19)

W(λ+12;λ+4,3,3,3,3,2) ⊂ HS
d, 7

2
d−27

, (d = 2λ + 18)

は (HS
P3)redの既約成分である. さらにHS

P3はこれらに沿って非被約である.

一般に与えられた対 (d, g)に対しHilbert scheme HS
d,gの全ての既約成分を決定するのは困難

だが, HS
16,30については全ての既約成分が分類されている.



定理 4.2 ([3],[6]). Hilbert scheme HS
16,30は 5個の既約成分 Vi (1 ≤ i ≤ 5) から構成され, Viの

一般元Ciを含む最低次数の曲面に着目して分類すれば 3種類に分類される:

種類 既約成分 (dim) 一般元Ciを含む最低次数の曲面

(I) V
(64)
1 5次曲面

(II) V
(64)
2 , V

(64)
3 非特異 3次曲面

(III) V
(68)
4 , V

(69)
5 非正規 3次曲面

ここで V1, V2は被約成分, V3, V4, V5は非被約成分である.

上の分類は最初 Gruson-Peskine [3]によって与えられたが, その証明指針に一部誤りがあり

[6]で再証明された. 証明には liaison と 3次曲面の分類を用いる. HS
16,30の 5個の既約成分のう

ち, V2と V3は一般元が非特異 3次曲面に含まれるような既約成分である. 一方は被約であるが,

他方は非被約である. 実際 V2 = W(12;5,3,3,3,3,3)かつ (V3)red = W(12;4,4,4,3,3,2)となる. ここでHS
16,30

の既約成分の過半数が非被約であり, 特に最大次元の既約成分 V5も非被約であることに注意さ

れたい. 例 4.1や定理 4.2によりHilbert schemeの非被約性は自然な現象に感じられる.

HS
16,30の既約成分の分類からもわかるように, Hilbert schemeの既約成分のうちその一般元が

良く知られた曲面に含まれるようなものを分類することは, 全ての既約成分を知る為のまず第

一歩といえる. ここに問題 1.1のもう一つの動機がある. つまり次の様な分類問題を考える上で

も, 問題 1.1は重要である.

問題 4.3. Hilbert scheme HS
P3の既約成分のうち一般元が非特異 3次曲面に含まれるようなもの

を全て分類せよ.

(HP3)redの既約成分になる3-maximal

subset W(a;b1,...,b6)を全て決定

⇓
問題 4.3が解決

最後に予想 1.3においてW の一般元 Cに対する線型正規性 (⇔
def

H1(IC(1)) = 0) の仮定が必

要である理由について述べる. (d, g) ∈ Ωの時, もしW の一般元Cが h1(IC(1)) 6= 0 を満たすな

らW ⊂ HS
d,gは 3-maximal subsetとして

W = W(a; b1, · · · , 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
h1(IC(1))

)

と表される. つまり b6 = 0を満たす. このことから Cは 4次Del Pezzo曲面 S4 ⊂ P4上の曲線



C ′を点 p ∈ S4 \ C ′から射影した曲線であることがわかる.

P4 99K P3 (点 pからの射影)

∪ ∪
p ∈ S4 99K S3 = S (Del Pezzo 曲面)

∪ ∪
C ′ ' C.

S4の外の点 p′からの C ′の射影を考えることにより, 曲線 Cはどの 3次曲面にも含まれない曲

線 C̃へと実際に変形する. 従ってW を真に含む (HS
d,g)redの既約成分 V が存在し, W は既約成

分にならない. 故に予想 1.3において Cに対する線型正規性の仮定は必要である. 我々の主定

理の場合は仮定 h1(IC(3)) = 1からH1(IC(1)) = 0が従うので必要無い.

予想 1.3は h1(IC(3)) > 1の場合には一般に未解決である. この場合, W が (HS
P3)redの既約成

分であるかどうかの判定は, §1で見た (A)と (B)の間の単純な dichotomyではないので問題は

より複雑である.
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