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1 序文

本報告は [10]の解説である. 3次元射影多様体 V 内の曲線 C に対し部分多様体として

の C の変形を調べる為には, V の Hilbert scheme Hilb V を対応する点 [C]の近傍で調べ

ればよい. 本稿では C と V がともに非特異な場合に C ⊂ S ⊂ V を満たす中間の曲面 S

を用いて調べる. 一般にCの S内での変形と Sの V 内での変形の振る舞いがともに良く

ても, Cの V 内での変形の振る舞いが良いとは限らない. 例えばHilbert schemes Hilb V

とHilb Sがそれぞれ点 [S]と点 [C]において非特異かつ期待次元 (それぞれ χ(S,NS/V )と

χ(C,NC/S)) であっても, Hilb V は点 [C]を通るある既約成分の生成点において被約でな

い (generically non-reduced)ことがある (Mumfordの例 [8]を参照). 向井茂氏との共同研

究 [7]では多くの単線織 (uniruled)な V に対し, このような非被約成分が構成された. 証

明の鍵は制限写像

ρ : H0(S,NS/V ) −→ H0(C,NS/V

∣∣
C
) (1.1)

が全射的でないようなCと Sをうまくとることであった. 一般に ρが全射的ならば, Cの

全ての (小)変形 C ′ ⊂ V に対し, Sと代数的同値な V の因子 S ′が存在し, C ′を含む. し

かし ρが全射的でないときは全ての S ′を脱出しようとするCの 1位無限小変形が存在し,

必ずしもそうは言えない. 上の場合においてはそのような 1位無限小変形が障害を受ける

ことにより, 結果的にCの全ての変形が Sの変形の中にとどまっていた.

C ⊂ V のイデアル層 IC を直線束OV (S)で捻った層の Euler標数 χ(V, IC(S))は, Cを

含み Sと線形同値な曲面の数を表す. 向井氏によって次の問題が提起された.

問題 1.1. Cが Sに数値的に含まれる, すなわち χ(V, IC(S)) ≥ 1ならば, Cの V 内におけ

る全ての (小)変形は Sと代数的同値な曲面 S ′ ⊂ V に含まれるか？

Kleppeはこの問題を V が 3次元射影空間 P3, Sが非特異 3次曲面 S3の場合に考察し,

次の予想を与えた.
∗研究集会『射影多様体の幾何とその周辺 2006』(平成 18年 11月 3日～5日, 高知大学)報告
†京都大学数理解析研究所



予想 1.2 (Kleppe, cf. [6]). C ⊂ S3 ⊂ P3を非特異 3次曲面 S3上の非特異連結曲線とする.

χ(P3, IC(3)) ≥ 1かつ C が線形正規ならば, Cの P3内における全ての (小)変形は 3次曲

面 S ′
3(すなわち S ′

3 ∼ S3)に含まれる.

予想を証明するための試験場として V が非特異 3次元 del Pezzo多様体 (cf. §2.1), Sが

V の非特異超平面切断, すなわち del Pezzo曲面である場合に問題 1.1を考察し, 次の定理

を得た.

定理 1.3. V を非特異 3次元 del Pezzo多様体とし, Hをその偏極とする. 線形系 |H|の非
特異元 Sに含まれる非特異曲線C ⊂ V が次の 2条件を満たすと仮定する:

(1) χ(V, IC(S)) ≥ 1;

(2) S 上の直線 `で C と交わらないものが全て good line, すなわち法束 N`/V が自明

(' O⊕2
P1 ) である.

このときC は stably degenerateである, すなわちCの全ての (小)変形C ′ ⊂ V に対し

C ′を含む曲面 S ′ ∈ |H|が存在する.

V の次数 (:= (H3)V )を n, Cの次数と種数をそれぞれ dと gで表せば, χ(V, IC(S)) ≥ 1

は g ≥ d − nと同値である. g < d − nならば C は stably degenerateではない. また S

上に bad line ` (i.e. N`/V 6' O⊕2
P1 ) が存在し C ∩ ` = ∅を満たせば, Cは必ずしも stably

degenerateとは限らない. (次数 7の del Pezzo 3-fold V7 ⊂ P8の場合に例がある.)

射影多様体 V に対し, V 内の非特異曲線のHilbert schemeをHilbsc V で表す.

系 1.4. C ⊂ S ⊂ V が定理 1.3の仮定 (1)と (2)を満たし, さらに曲線Cの種数 gは 2以上

であると仮定する. このとき次の 3つは同値である:

(a) 点 [C]はHilbsc V の特異点;

(b) H1(V, IC(S)) 6= 0;

(c) S上の (good) line `でCと交わらないものが存在する.

コホモロジー群H1(V, IC(S))は (1.1)の制限写像 ρの余核と同型になる. 定理 1.3の証

明 (cf. §4.3)では, ρが全射的でないときにCの一部の 1位無限小変形 (ちょうど ρの余核

に対応するもの)が 2位変形へのリフトの際に障害を受けることを証明する. その為に 3

節で Sの V 内における極付き 1位無限小変形というものを導入する. この極付き 1位無

限小変形の障害性を示すことで定理 1.3が得られる. 本報告では多様体及びスキームは標

数 0の代数閉体 k上定義されているものとする.



2 準備

2.1 Del Pezzo 3-folds

3次元非特異射影多様体 V で反標準因子−KV が豊富な因子Hを用いて−KV = 2Hと

表されるものを del Pezzo 3-foldと呼ぶ. Hは V の偏極と呼ばれ, Hの V における自己

交点数 (H3)V は V の次数と呼ばれる. 定義から明らかなように del Pezzo 3-foldは Fano

多様体の一種である. Iskovskih [4]と藤田氏 [2, 3]により完全に分類されていて, 全ての

del Pezzo 3-fold V は表 1 の Vn (1 ≤ n ≤ 8)もしくは V ′
6 のいずれかに同型である. 表 1に

表 1: Del Pezzo 3-folds

del Pezzo 3-folds n ρ

V1 = (6) ⊂ P(3, 2, 1, 1, 1) 1 1 6次重み付き超曲面

V2 = (4) ⊂ P(2, 1, 1, 1, 1) 2 1 4次重み付き超曲面

V3 = (3) ⊂ P4 3 1 3次超曲面

V4 = (2) ∩ (2) ⊂ P5 4 1 2つの 2次超曲面の完全交又

V5 = [Gr(2, 5)
Plücker
↪→ P9] ∩ P6 5 1 Grassmann多様体の線形切断

V6 = [P2 × P2 Segre
↪→ P8] ∩ P7 6 2

V ′
6 = [P1 × P1 × P1 Segre

↪→ P7] 6 3

V7 = Blpt P3 ⊂ P8 7 2 P3の 1点爆発

V8 = P3 Veronese
↪→ P9 8 1 P3の 2次Veronese埋め込み

おいてnと ρはそれぞれ V の次数, Picard数を表す. 線形系 |H|の非特異元Sは del Pezzo

曲面になる. すなわち 8個以下の点における P2の爆発もしくは P1 × P1に同型になる.

good line と bad line Del Pezzo 3-fold V 内の有理曲線 ` ' P1で (` · H)V = 1を満た

すものを直線 (line)と呼ぶ. 全ての直線 `に対し, 法束N`/V は次のいずれかを満たす:

N`/V ' OP1(k) ⊕OP1(−k) (k = 0, 1, 2, 3).

k = 0のとき `は good line, k 6= 0のとき bad lineと呼ばれる.

Sを非特異射影曲面とし, Lを S上の直線束とする.

補題 2.1. E を S 上の既約曲線とし ι : S◦ := S \ E ↪→ S を開埋め込みとする. もし

(E2)S < 0かつ deg L
∣∣
E
≤ 0ならば層の包含 L ↪→ L ⊗ ι∗OS◦ より誘導される写像

H1(S, L) −→ H1(S◦, L
∣∣
S◦)



は単射的である.

この補題よりH1(S, L)をH1(S◦, L
∣∣
S◦)におけるその像と同一視できる.

2.2 1位無限小変形と障害

V を非特異多様体, X ⊂ V を非特異な閉部分多様体とする. Xの 1位無限小変形 (first

order infinitesimal deformation)とは閉部分多様体 X̃ ⊂ V × Spec k[t]/(t2)でもって

Spec k[t]/(t2)上平坦かつ中心ファイバーがX であるものをいう. 良く知られているよう

にX の 1位無限小変形 X̃ 全体と層凖同型 α : IX → OX のなす群との間には一対一対応

がある. 与えられた α ∈ Hom(IX ,OX)に対し ob(α) ∈ Ext1(IX ,OX)を次で定める:

ob(α) = δ(α) ∪ α.

ただしここで δは V 上の完全列

0 −→ IX −→ OV −→ OX −→ 0 (2.1)

から誘導される余核写像 δ : Hom(IX ,OX) → Ext1(IX , IX)であり, ∪はカップ積写像

Ext1(IX , IX) × Hom(IX ,OX)
∪−→ Ext1(IX ,OX)

である. このとき X̃がSpec k[t]/(t3)上の変形にリフトする為には ob(α) = 0が必要かつ十

分である. ob(α)はαの障害 (obstruction)と呼ばれる. 同型Hom(IX ,OX) ' H0(NX/V )

により, αは法束NX/V の大域切断とみなすことができる. X も V も非特異であるので,

ob(α)は部分群H1(NX/V ) ⊂ Ext1(IX ,OX)に含まれる. XがV の超曲面の場合には ob(α)

は簡単なカップ積で表せる.

例 2.2. X を V の超曲面とする. 写像 dX : H0(X,NX/V ) → H1(X,OX)を (2.1)⊗OX(V )

の余核写像 δ : H0(NX/V ) → H1(OV ) とXへの制限写像H1(OV ) → H1(OX) の合成で定

義する. このとき ob(α)はカップ積 dX(α) ∪ αに等しい. ただし ∪はカップ積写像

H1(X,OX) × H0(X,NX/V )
∪−→ H1(X,NX/V )

である.

3 極付き 1位無限小変形

V を非特異 3次元射影多様体, EとSをそれぞれ V 内の曲線と曲面で共に非特異と仮定

する. 小節 §2.2で見たように法束NS/V の大域切断はSの V 内における 1位無限小変形と

同一視できる.



定義 3.1. 法束 NS/V の有理切断 v でもって E に沿って 1位の極を持つもの (すなわち

v ∈ H0(NS/V (E))\H0(NS/V ))をSのV 内における極付き 1位無限小変形 (infinitesimal

deformation with pole)と呼ぶ.

S◦と V ◦をそれぞれ S◦ := S \ Eと V ◦ := V \ E で定義される開多様体とする. 開埋

め込み S◦ ↪→ Sを ιで表せば, 層凖同型 [OS(E) ↪→ ι∗OS◦ ] ⊗ NS/V の誘導する自然な写像

H0(S,NS/V (E)) → H0(S◦, NS◦/V ◦) は単射的になる. よってH0(NS/V (E))の元をその像

と同一視する. すなわち切断 vの像は S◦の V ◦内における 1位無限小変形を定める.

定理 3.2. Eの Sにおける自己交点数 (E2)Sが負かつ det NE/V ' OEと仮定する. もしE

上の完全列

0 −→ NE/S −→ NE/V −→ NS/V

∣∣
E
−→ 0 (3.1)

が分裂しないならば, 極付き 1位無限小変形 vより定まる S◦の V ◦内における 1位無限小

変形は Spec k[t]/(t3)上の変形にリフトしない.

証明） vの障害類 ob(v) ∈ H1(S◦, NS◦/V ◦) が零でないことを示せば十分である. 補題

2.1と条件 (E2)S < 0よりH1(NS◦/V ◦)には自然なフィルター付け

H1(S,NS/V ) ⊂ H1(S,NS/V (E)) ⊂ H1(S,NS/V (2E)) ⊂ · · · ⊂ H1(S◦, NS◦/V ◦)

が入る. 同様にH1(OS◦)にも自然なフィルター付け

H1(S,OS) ⊂ H1(S,OS(E)) ⊂ H1(S,OS(2E)) ⊂ · · · ⊂ H1(S◦,OS◦)

が入る. 例 2.2で定義した dX(v) ∈ H1(OX)をX = S◦の場合に計算すると dS◦(v)はEに

2位の極を持ち, H1(OS(2E)) ⊂ H1(OS◦) に含まれる事がわかる. vはH0(NS/V (E))の元

であったので, 可換図式

H1(OS◦) × H0(NS◦/V ◦)
∪−→ H1(NS◦/V ◦)⋃ ⋃ ⋃

H1(OS(2E)) × H0(NS/V (E))
∪−→ H1(NS/V (3E))

より ob(v) = dS◦(v) ∪ v ∈ H1(NS◦/V ◦)はH1(NS/V (3E))に含まれることがわかる.

ob(v) 6= 0の為には ob(v)のEへの制限 ob(v)
∣∣
E
∈ H1(NS/V (3E)

∣∣
E
)が零でないことを

示せば十分である. このとき次の補題が本質的である.

補題 3.3 ([7, Proposition 2.4 (2)]). 任意のv ∈ H0(NS/V (E))に対しdS◦(v)
∣∣
E
∈ H1(OE(2E))

を dS◦(v) ∈ H1(OS(2E))のEへの制限とする. このときH1(OE(2E))の元としての等式

dS◦(v)
∣∣
E

= ∂(v
∣∣
E
) が成立する. ただしここで

∂ : H0(NS/V (E)
∣∣
E
) −→ H1(NE/S(E)) ' H1(OE(2E))

は完全列 (3.1)⊗OS(E) の余核写像である.



v の定義より v
∣∣
E

∈ H0(NS/V (E)
∣∣
E
) は零でない. このとき仮定より E 上の直線束

NS/V (E)
∣∣
E

' det NE/V は自明である. 完全列 (3.1)が分裂しないことから ∂(v
∣∣
E
) 6= 0

が従う. 故に補題 3.3よりH1(NS/V (3E)
∣∣
E
)において

ob(v)
∣∣
E

= dS◦(v)
∣∣
E
∪ v

∣∣
E

= ∂(v
∣∣
E
) ∪ v

∣∣
E
6= 0

が得られる.

例 3.4. V3 ⊂ P4を非特異な cubic 3-fold, S3を V3の超平面切断, そしてEを S3上の第一

種例外曲線 (すなわちE ' P1かつ (E2)S = −1)とする. もしEが V3の上で good line (す

なわちNE/V3 ' O⊕2
P1 )ならば, 完全列 (3.1)は

0 −→ OP1(−1) −→ OP1
⊕2 −→ OP1(1) −→ 0

に等しく分裂しない. 従って v ∈ H0(NS/V (E)) \ H0(NS/V )より定まる S◦
3 の V ◦

3 内での 1

位無限小変形は Spec k[t]/(t3)上の変形にリフトしない.

以下では後の主定理1.3の証明のために,定理3.2を定量的な形で一般化する. E1, . . . , Em

を S上の既約曲線とし, Eをその和からなる曲線とする. この場合にも上と同様に (極付

き無限小変形の)障害写像 ob : H0(NS/V (E)) → H1(NS/V (3E)) が定義され, さらに obは

ob : H0(NS/V (E))
/
H0(NS/V ) −→ H1(NS/V (3E)

∣∣
E
),

∈ ∈

v (mod H0(NS/V )) 7−→ ob(v)
∣∣
E

を誘導する. 次がその一般化である.

命題 3.5. SがH1(NS/V ) = 0を満たすと仮定する. 各 iに対し (E2
i )S < 0かつ det NEi/V '

OEi
, さらに完全列

0 −→ NEi/S −→ NEi/V −→ NS/V

∣∣
Ei

−→ 0 (3.2)

が分裂しないならば, obは単射的である.

特に V が del Pezzoのときには次の系が得られる.

系 3.6. V を非特異 3次元 del Pezzo多様体とし, V の偏極線形系 |H|の非特異元を Sとす

る. E1, . . . , Emを S上の第一種例外曲線とし, 全て V 上で good lineとする. このとき ob

は単射的である.



4 安定的に退化している曲線

V を体 k上定義された 3次元射影多様体とし, Sを V 内の曲面, Cを S内の曲線とする.

定義 4.1. Cが安定的に退化している (stably degenerate)とはCの V における全ての

(小)変形 C ′ ⊂ V に対し, Sと代数的に同値な曲面 S ′ ⊂ V が存在して, C ′ ⊂ S ′となるこ

とをいう.

直感的には曲線Cを V 内で少しだけ変形しても, 曲面 S ⊃ CもCに伴って一緒に変形

するような状況を云う. 問題 1.1は与えられた曲線 C が stably degenerate かどうかを問

う問題である.

4.1 Hilbert-flag scheme

この小節ではKleppe [6]により導入されたHilbert-flag schemeを紹介する. Hilbert-flag

schemeは incidence schemeの一種である. 詳しくは [6]の第 2節を参照されたい. Cと S

の V におけるHilbert多項式をそれぞれ pと qとする. k上のスキーム T に対し, V ×k T

の閉部分スキームの列の集合{
CT ⊂ ST ⊂ V ×k T

∣∣ CT と ST は T 上平坦でありそれぞれHilbert多項式 p,qを持つ
}

を対応させる関手は射影スキームによって表現される. それをHilbert-flag schemeと

呼び, 記号 Flagp,q V で表す. Flagp,q V の p, qに関する (非連結)和を Flag V で表す. 定義

より Flag V の k-値点は V 内の曲線 C ′と曲面 S ′の対 (C ′, S ′)であり, C ′ ⊂ S ′ ⊂ V を満

たす.

Flag V から V 内の曲線のHilbert scheme Hilbsc V へは自然な射 (射影)

pr1 : Flag V −→ Hilbsc V, (C ′, S ′) 7−→ C ′ (4.1)

が存在する. もし pr1が点 [C] ∈ Hilbsc V の近傍で全射ならば, Cは stably degenerateにな

り, 問題 1.1に対する答えが肯定的になる. pr1の点 (C, S)における接空間写像 (tangential

map)を

κC,S : TFlag V,(C,S) −→ THilb V,C = H0(C,NC/V ) (4.2)

で表す.

補題 4.2 (cf. [6],§2). H1(C,NC/S) = H1(S,NS/V ) = 0を仮定する. このとき次が成り立つ:

(1) Flag V は点 (C, S)において非特異である.

(2) coker κC,S ' coker ρ かつ ker κC,S ' ker ρ.

ただし ρは (1.1)の制限写像とする.



4.2 外成分

小節 2.2で見たように法束 NC/V の大域切断 αは C の V 内における 1位無限小変形

Cα を定め, その障害類 ob(α) ∈ H1(NC/V )はカップ積として定まる. 法束の間の写像

NC/V
πS−→ NS/V

∣∣
C
はコホモロジーの間の写像

H i(πS) : H i(S,NC/V ) −→ H i(C,NS/V

∣∣
C
) (i = 0, 1)

を誘導する.

定義 4.3. H i(πS) (i = 0, 1)によるαと ob(α)の像を各々の外成分 (exterior component)

と呼び, それぞれ πS(α)と obS(α)で表す.

注意 4.4. Cの V 内における 1位無限小変形Cαに対し外成分 πS(α)と obS(α)は直感的に

はCの S内における 1位無限小変形を法とするCαの法成分とその障害類に相当する.

4.3 定理1.3の証明

V を del Pezzo 3-foldとし, S ∈ |H| ⊂ V を非特異 del Pezzo曲面, C を S上の非特異

曲線とする. 随伴公式 (adjunction formula)により二つの同型 NS/V ' −KS と NC/S '
−KS

∣∣
C

+ KC が成立し, 故にH1(NS/V ) = H1(NC/S) = 0を得る. 従って補題 4.2(1)によ

りHilbert-flag scheme Flag V は点 (C, S)において非特異である. (C, S)を通る Flag V の

既約成分をWC,Sとする. (4.1)の射 pr1のWC,Sへの制限を pr′1で表すことにし, (C, S)に

おけるその接空間写像を (4.2)と同じく

κC,S : TWC,S ,(C,S) → H0(C,NC/V )

で表そう.

以下では χ(V, IC(S)) ≥ 1を仮定する. αをNC/V の勝手な大域切断とする. αが κC,S

の像に入っていればWC,S の非特異性より αに対応する Cの 1位無限小変形 CαはWC,S

の元 (C ′, S ′)にリフトする. したがってもし κC,Sが全射ならば, pr′1 : WC,S → Hilbsc V は

[C] ∈ Hilbsc V の近傍で全射になり, Cは stably degenerateである. κC,S が全射でない場

合は次の命題が成立する.

命題 4.5. κC,Sが全射でないとする. もしCと交わりを持たないS上の直線 `が全て V 上

の good lineならば, 全ての α ∈ H0(NC/V ) \ im κC,Sに対しその障害類 ob(α)は消えない.

証明） αの外成分 πS(α) ∈ H0(NS/V

∣∣
C
) (§4.2参照) を考える. 補題 4.2(2)により πS(α)

は制限写像H0(NS/V ) → H0(NS/V

∣∣
C
) の像に含まれない. S上の因子Eを

E :=
∑

lines ` s.t.
`∩C=∅

`



により定義する. このとき χ(V, IC(S)) ≥ 1を用いるとコホモロジーH1(NS/V (E −C))の

消滅が得られる. 故に制限写像

H0(S,NS/V (E)) → H0(C,NS/V

∣∣
C
)

は全射的になる. 従ってH0(NS/V (E))の元 vで v
∣∣
C

= πS(α)となるものが存在する∗. こ

の vは第 3節で考察したS ⊂ V の極付き 1位無限小変形に他ならない. さらにカップ積の

式変形により障害類 ob(α)の外成分 obS(α)は

obS(α) = ob(v)
∣∣
C

と表すことができる. 仮定より E の成分は全て good lineである. 従って系 3.6により

ob(v) ∈ H1(NS/V (3E))は零でない. コホモロジーの制限写像H1(NS/V (3E)) → H1(NS/V

∣∣
C
)

の単射性 (比較的簡単に証明できる)から, obS(α)は零でない. 特に ob(α) 6= 0を得る.

すなわち Cの全ての 1位無限小変形は, WC,Sからくる大域的な変形にリフトされるも

のを除いて全て障害を受ける. 故にCは stably degenerateである. 以上により定理 1.3が

証明された.

注意 4.6. 定理 1.3や命題 4.5の主張は次の点で興味深い. 一見するとC ⊂ V の部分多様

体としての変形がCから離れた場所に存在する別の曲線 ` ⊂ V の法束N`/V に依存するこ

とを主張している. Cの変形はCの V 内での近傍で決定されるはずなので, この主張は直

観にそぐわない. しかしCと `は同一曲面 Sに含まれる. Sが介在することによって `が

Cの変形に何らかの影響を与えているようだ.

実は命題 4.5からは定理 1.3よりもう少し強いことが言える. WC,S を射 pr′1 : WC,S →
Hilbsc V の像とする. 明らかにWC,SはHilbsc V の既約閉部分集合になる.

定理 4.7. C ⊂ S ⊂ V が定理 1.3の仮定を満たすとする. このときWC,Sは (Hilbsc V )redの

既約成分である. さらにHilbsc V はH1(V, IC(S)) = 0ならばWC,Sに沿って生成的に非特

異, H1(V, IC(S)) 6= 0ならばWC,S に沿って生成的に非被約 (generically non-reduced)と

なる.

すなわち命題 4.5はWC,SがHilbsc V の既約閉部分集合として極大であることも主張し

ている. WC,S の一般点におけるHilbsc V の Zariski接空間の次元は dim WC,S に非正規指

数 h1(V, IC(S))を加えたものに等しいことから後半の主張が得られる. H1(V, IC(S)) = 0

ならば, Hilbsc V は点 [C]の近傍でWC,Sと同型になる.

定理4.7はP3内の非特異連結曲線のHilbert scheme Hilbsc P3に関する次の予想 (Kleppe-

Ellia予想)のちょうど del Pezzo 3-fold版になっている.
∗外成分 πS(α)はNS/V の大域切断にはリフトしないが E に 1位の極を許したNS/V の有理切断へはリ

フトする. この事実が証明のミソである.



予想 4.8 (Kleppe, Ellia). Wを一般元 [C] ∈ Wが非特異3次曲面に含まれるようなHilbsc P3

の既約閉部分集合とし, そのようなものの中で極大† とする. もしχ(P3, IC(3)) ≥ 1かつC

が線形正規ならばW はHilbsc P3の既約成分となる. さらにHilbsc P3はH1(P3, IC(3)) = 0

ならばW に沿って生成的に非特異, H1(P3, IC(3)) 6= 0ならばW に沿って生成的に非被約

となる.

5 応用

定理 1.3や定理 4.7 の応用として次を示す.

定理 5.1. 非特異 3次元 del Pezzo多様体V 上の非特異連結曲線のHilbert scheme Hilbsc V

は生成的に被約でない既約成分を持つ.

次数 8の場合は V ' P3であり (cf. 表 1), 既にMumford [8]の例が知られているので新

しい結果としては V の次数が 7以下の場合になる.

証明） H と nをそれぞれ V の偏極と次数とする. n ≤ 7と仮定しても良い. このとき

Iskovskih [5]の結果から V 上には good line `が存在する. `を含む非特異 del Pezzo曲面

を Sn ∈ |H|とする. Sn上の線形系 Λ := | − 2KSn + 2`|を考える. Snから `をつぶした

曲面を Sn+1とすると, Sn+1は次数 n + 1の del Pezzo曲面になる. Λは Sn+1上の線形系

| − 2KSn+1 |の Snへの引き戻しであり, 固定点自由である. 従ってBertiniの定理よりΛの

一般元 C は非特異連結曲線であり, 次数は d = 2n + 2, 種数は g = n + 2になる. 特に

g = d− nになる. 一方交点数の計算 (−2KSn + 2`) · ` = 2− 2 = 0により, Cと `は交わり

を持たないことに注意する. さらに `は S上で唯一のそのような直線である. 定理 4.7よ

りWC,Sn は (Hilbsc V )の既約成分である. さらに系 1.4によりH1(V, IC(Sn)) 6= 0を得る.

従って定理 4.7の後半の主張からHilbsc V はWC,Sn に沿って生成的に被約でない.

注意 5.2. (1) 曲線 Cの構成からわかるように C ⊂ Snは del Pezzo曲面 Sn+1上の標準

曲線C ′ (i.e. KC′ ' OC′(1) = −KSn+1

∣∣
C′)をC ′の外の点 p ∈ Sn+1 \C ′からの射影し

たときの像である.

(2) 既約成分WC,Sn の次元は d + g + n = 4n + 4に等しい.

(3) WC,Snの一般点におけるHilbsc V の接空間の次元は h0(NC/V ) = 4n+5に等しい. 実

際, C上の完全列

0 −→ NC/Sn −→ NC/V −→ NSn/V

∣∣
C
−→ 0

†すなわち, もしW $ V をみたす既約閉部分集合 V ⊂ Hilbsc P3が存在すれば V の一般元はどんな 3次
曲面にも含まれない.



が存在し, NC/Sn ' OC(2KC) かつNSn/V

∣∣
C
' OC(KC) である. 故に

h0(NC/V ) = h0(2KC) + h0(KC) = (3n + 3) + (n + 2) = 4n + 5

が得られる.
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