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1. はじめに...

Mumfordは非特異空間曲線C ⊂ P3 のヒルベルトスキームの既約成分でもって, その生
成点においてスキームが被約でないような例をはじめて与えた ([9]). 向井茂氏との共同
研究ではMumfordの例が一般化され, 多くの単線織三様体∗Xに対し, 非特異曲線C ⊂ X

のヒルベルトスキームが生成的に被約でない既約成分をもつことが示された ([8]). 続編
[11, 12, 13]ではピカール数 1の任意の非特異 Fano三様体のヒルベルトスキームの場合へ
Mumfordの例が拡張された. 近年では三様体に特異点を許し, Enriques-Fano 三様体と呼
ばれる特異Fano三様体に対しても, Mumfordの例が一般化されている ([15]). これら一連

Table 1. Mumford型の生成的非被約成分

3-fold X surface S [C] ∈ PicS E

P3 [9]

Q3 ⊂ P4 del Pezzo −KX

∣∣
S
+ 2E 直線 [8]

del Pezzo [8, 11]

P3 or V4 ⊂ P4 楕円曲線 [12]

prime Fano K3 −2KX

∣∣
S
+ 2E 円錐曲線 [13]

Enriques-Fano Enriques −KX

∣∣
S
+ 2E ハーフペンシル [15]

の一般化に共通する考え方は以下のようなものである:

• 三様体上の特殊な有理曲線, または楕円曲線が三様体上の他の曲線の変形 (障害)

に悪影響を及ぼす.

• その結果パラメータ空間であるヒルベルトスキームに (非被約成分などの)特異点
が生じる.
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∗本報告では 3次元射影多様体を単に三様体と呼ぶ.
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研究を進める上で重要な鍵となるのが, 曲線の三様体上での変形障害である. [8]では三
様体上の曲線の 1位無限小変形に対し, 2位変形へのリフトに付随する第一障害 (primary

obstruction) が零でないための十分条件が与えられた (本報告では障害性定理と呼ぶ). そ
の条件を弱めることにより, 障害性定理をさまざまなクラスの三様体に適用することが可
能となり, ヒルベルトスキームの特異性への理解が進むことが期待される (cf. 表 1). 本報
告では障害性定理の最新の一般化について述べるとともに, 空間曲線のヒルベルトスキー
ム (Kleppe-Ellia予想)への応用について紹介する. 本報告の内容は論文 [14, 16]に基づく.

2. 埋め込み曲線の第１変形障害

本節では [8]の障害性定理の概略を説明し, 可約な極付き無限小変形の場合への一般化
([14])について紹介する.

まずヒルベルトスキームの無限小性質について復習する. 基礎体 kは代数閉体とし, X

を k上の射影スキームとする. Xの閉部分スキームC ⊂ X全体をパラメータづける自然
な射影スキームHilbXが存在し, Xのヒルベルトスキームと呼ばれる. 以下簡単のためC

はX内で局所完全交叉とする. このときHilbXのCに対応する点を [C]で表せば, HilbX

の [C]における接空間は, Cの法束NC/X の 0次コホモロジー群H0(C,NC/X)と同型であ
り, 1次コホモロジー群H1(C,NC/X) は C のX 内でのすべての変形障害を含む. さらに
次元に関する不等式

(2.1) h0(C,NC/X)− h1(C,NC/X) ≤ dim[C] HilbX ≤ h0(C,NC/X)

が成り立ち, 左辺 h0(C,NC/X)− h1(C,NC/X)はHilbXの [C]における期待次元と呼ばれ
る. もし障害空間H1(C,NC/X)が消滅すれば, HilbX は [C]において非特異であり, その
次元も決定される. しかしH1(C,NC/X) 6= 0の場合には, 通常は CのX における変形障
害を具体的に計算する必要があり, 一般にHilbXの [C]での特異性や次元の決定が困難と
なる†.

k上の双対数環 k[ε](:= k[t]/(t2))上平坦な閉部分スキーム C̃ ⊂ X × Spec k[ε]でもって,

C̃ × Spec k ' Cを満たすものをCの 1位無限小変形という. C̃は自然にCのXにおける
法束NC/X の大域切断 α ∈ H0(C,NC/X) (' Hom(IC ,OC))に対応するため, 本報告では
両者を混同して用いる. α (または C̃)に対し, 第 1障害 (primary obstruction) と呼ばれる
H1(C,NC/X)の元 ob(α)が定義され次が成り立つ:

ob(α) = 0 ⇐⇒ C̃は k[t]/(t3)上の変形 ˜̃Cにリフト可能である.

†このような場合にも HilbX の次元と特異性を決定するのが本研究の目標である.
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自然な包含H1(C,NC/X) ⊂ Ext1(IC ,OC) により, ob(α)は Ext1(IC ,OC)の元とみなすこ
とができ, コホモロジー類のカップ積

ob(α) = α ∪ e ∪ α

と表される. ここで eはX上の自然な層短完全列 0→ IC → OX → OC → 0 の拡大類を
表す. もし ob(α) 6= 0を満たす αが存在すれば, 非特異性の無限小持ち上げに関する性質
(infinitesimal lifting property)により, [C]はHilbXの特異点となる.

ここからはXは 3次元 (射影)多様体とし, C ⊂ Xは既約曲線と仮定する. さらに次の
条件を仮定する:

• C ⊂ S ⊂ Xを満たす中間曲面 Sが存在し, C ↪→ S ↪→ Xが正則埋め込みである.

• Cと異なる S上の既約曲線Eが存在し, 任意のm ≥ 1に対しコホモロジー群の自
然な写像

H1(S,OS(mE))→ H1(S,OS((m+ 1)E))

が単射である.

最後の条件を満たす E の例としては, 例えば S 上の第 1種例外曲線 (⇐⇒ E ' P1かつ
(E2)S = −1) などが挙げられる. C̃をC ⊂ Xの 1位無限小変形とし, α ∈ H0(C,NC/X)を
対応する大域切断とする. 法束の自然な射影 πC/S : NC/X → NS/X

∣∣
C
はコホモロジー群の

写像H i(πC/S) : H
i(C,NC/X) → H i(C,NS/X

∣∣
C
) (i = 0, 1)を誘導するが, この写像による

αと ob(α)の像を, それぞれの外成分 (exterior component)と呼び, それぞれ記号 πC/S(α)

と obS(α)で表す. ここでもう一つの条件

• αの外成分 πC/S(α)が S上の直線束NS/X(E)の大域切断 β にリフトする, すなわ
ち πC/S(α) = β

∣∣
C
∈ H0(C,NS/X(E)

∣∣
C
),

を仮定する. NS/X の有理切断 β は S ⊂ X の極付き無限小変形 (infinitesimal deforma-

tion with poles) と呼ばれる. β の E への制限 (すなわち β の E での主要部)を β
∣∣
E
∈

H0(E,NS/X(E)
∣∣
E
)で表せば, 図 1の関係を満たす. ただし同図において ∂E は法束の完

H0(NC/X) 3 α H0(NE/X(E))yπC/S

y yπE/S(E)

H0(NS/X

∣∣
C
) 3 πC/S(α)

res←−[ β
res7−→ β

∣∣
E

∈ H0(NS/X(E)
∣∣
E
)⋂

3

y y∂E

H0(NS/X(E)
∣∣
C
)

res←− H0(NS/X(E)) ∂E(β
∣∣
E
) ∈ H1(OE(2E))

Figure 1. αと β, β
∣∣
E
の間の関係
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全列
[0 −→ NE/S −→ NE/X

πE/S−→ NS/X

∣∣
E
−→ 0]⊗E OE(E)

の第一余境界写像を表す. 極Eが既約な場合の障害性定理は次で与えられる.

定理 2.1 (障害性定理, cf. [8, 定理 2.2]). S上の因子∆を∆ := C +KX

∣∣
S
− 2Eにより定

義する. 次の条件がすべて満たされるならば, α ∈ H0(C,NC/X)の第 1障害 ob(α)は零で
ない, すなわち C̃は 2位変形にリフトしない.

(1) ∆.E = 2(−E2 + g(E)− 1).

(2) ∂E(β
∣∣
E
) 6= 0.

(3) 制限写像H0(S,∆)→ H0(E,∆
∣∣
E
)が全射である.

繰り返しになるが, 定理 2.1を様々な射影三様体Xに適用することにより, Mumfordの
例と良く似たHilbscXの非被約成分の存在が証明される (cf. 表 1).

定理 2.1ではEの既約性が仮定されていた. 本定理を重複度をもった可約有効因子Eに
対し一般化する. Ei (i = 1, . . . , k)を S上の Cと異なる既約曲線とし, 互いに交わりをも
たないと仮定する. さらに

⋃k
i=1Eiに台を持つ S上の任意の有効因子D,D′ (D ≤ D′)に

対し, 自然な写像H1(S,OS(D)) → H1(S,OS(D
′))が単射であると仮定する. 定理 2.1と

同様に βのEiにおける主要部を β
∣∣
Ei
で表し, Ei上の層短完全列 [0→ NEi/S → NEi/X →

NS/X

∣∣
Ei
→ 0]⊗Ei

OEi
(miEi) の (第一)余境界写像を ∂Ei

で表す. 次が定理 2.1の一般化で
ある.

定理 2.2 (cf.[14]). H1(S,NS/X) = 0とする. E :=
∑k

i=1miEi (mi > 0), Ered :=
∑k

i=1Ei

とおく. このとき次の条件が成り立てば, αの第 1障害 ob(α)は零でない:

(1) S上の因子∆ := C +KX

∣∣
S
− 2Eに対し, 制限写像H0(S,∆) −→ H0(Ered,∆

∣∣
Ered

)

が全射であり,

(2) mi∂Ei
(βi) ∪ βi 6= 0となる i = 1, . . . , kが存在する.

[13, 定理 3.3]でも同様の結果が得られたが, その後反例 (cf. [14, 例 4])が見つかり, 定理
2.2の形に改められた. [13, 定理 3.3]では因子∆の定義に不備があり, ob(α) 6= 0を結論づ
けるためには仮定が不十分である.

定理 2.2の証明の概略) 定理 2.2 の証明において ob(α)の非零はその外成分 obS(α) ∈

H1(C,NS/X

∣∣
C
)の非零より導かれる. obS(α) 6= 0は obS(α) ∪ kC 6= 0 ∈ H2(S,L) を経由

して証明される. ただし kC は拡大類 kC := [0 → OS(−C) → OS → OC → 0]を表し,

L := [NS/X(−C)] ∈ PicSとする. βの極を各 iごとに d-写像

dS : H0(S,NS/X(miEi))→ H1(S,OS((mi + 1)Ei))
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を用いて精密に解析し, 極に関するリダクションを経由して obS(α) ∪ kC を

dS(β)
∣∣
Ered
∪ β

∣∣
Ered

= ⊕k
i=1mi∂Ei

(β
∣∣
Ei
) ∪ β

∣∣
Ei
6= 0

に関連づけることで証明される. □

3. 空間曲線のヒルベルトスキームとMumfordの例

3次元射影空間内に埋め込まれた曲線を空間曲線と呼ぶ. 空間曲線の分類問題は古典的
であり, 19世紀の終わりには既に研究されていた ([5],[17]). 近年ではヒルベルトスキーム
の存在によりその理論的側面が良く理解されているが, 具体的な問題, 例えば次数 dと種数
gの空間曲線をパラメータ付ける部分スキームの既約性や成分の次元・特異性に関しては,

多くの dと gに対し未解決である. 空間曲線のヒルベルトスキームに関する基本的な結果
について以下に整理する. 非特異連結空間曲線C ⊂ P3のヒルベルトスキームをHilbsc P3

と表し, 整数 d > 0と g ≥ 0に対し, 次数 dと (算術)種数 gの曲線からなるHilbsc P3の部
分スキームをH(d, g)scで表す.

• g ≤ d− 3ならばH(d, g)scは既約であり, 次元は期待次元 4dに等しい (cf. [1]).

• gが dに比べ十分大きい場合にはH(d, g)scは可約である. 例えばH(9, 10)scは 2つ
の 36次元既約成分からなる (Noetherの例).

• 数値的Cohen-Macaulay曲線 (ACM曲線)全体はH(d, g)scの中で非特異開集合を
なす. (ACM曲線族の次元も知られている.) (cf. [3]).

• H(d, g)scは一般には多くの被約でない既約成分をもつ (cf. [9, 4, 7, 2, 10]).

次の例は空間曲線のヒルベルトスキームの生成的に被約でない既約成分の例として有
名である.

例 3.1 (Mumford [9]). Sを非特異 3次曲面とし, E ⊂ Sを直線とする. S上の完備線形系
Λ := | − 4KS + 2E|を考えれば, その一般元である曲線Cは種数 24の非特異 14次曲線と
なる. このような曲線 C ⊂ P3 のパラメータ空間W は 56次元であるが, W の生成点 [C]

におけるHilbsc P3の接次元は h0(NC/P3) = 57に等しい. 実際Hilbsc P3はW の閉包W を
下部集合とするような生成的に被約でない既約成分を持つ.
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次の図式は例 3.1のW の性質を表している:

C ∈
_

��

W (56) ⊂

P37-束
��

Hilbsc P3

(E, S) ∈
_

��

U (19) ⊂

P15-束
��

G× |OP3(3)|

��

E ∈ G(4) ={P3内の直線 } .

とくにW はグラスマン多様体上の射影空間束と双有理同値であり特に既約である. 次元も

dimW =∞(E,S) + dimΛ =∞E +∞S(⊃E) + 37 = 4 + 15 + 37 = 56

のように計算される. 一方完全列 0 → NC/S → NC/P3 → NS/P3

∣∣
C
→ 0 を用いれば,

Hilbsc P3の [C]における接次元は h0(NC/P3) = h0(NC/S) + h0(NS/P3

∣∣
C
) = 37 + 20 = 57 と

求まる. ここで次元の不等式

dimW = 56 ≤ dim[C] Hilb
sc P3 < h0(NC/P3) = 57

成り立つことに注意する. したがってもしW が (Hilbsc P3)redの既約成分ならば, Hilbsc P3

はW の生成点で被約でないことになる.

4. Kleppe-Ellia予想

空間曲線のうち 3次曲面に含まれるような曲線に関しては多くの研究が知られている
([4, 7, 2, 10]). 中でも非特異 3次曲面に含まれる曲線については, この曲面のもつ豊かな
構造を用いて詳しく研究されてきた. Mumfordの例を非特異 3次曲面に含まれる空間曲
線に対し一般化し, 詳しく調べたのがKleppe [7]である.

Sを非特異 3次曲面とする. よく知られているようにSはP2の一般の 6点における爆発
と同型である. Sのピカール群PicSは 6本の例外直線 ei (1 ≤ i ≤ 6)とP2の直線の引き戻
し lによって生成され, 自由加群Z7と同型になる. つまり S上の任意の因子Dに対し, こ
れら基底による線型結合としての表示 [D] = al−

∑6
i=1 biei から 7整数の組 (a; b1, . . . , b6)

が定まる. 例えば Sの反標準因子−KS (' OS(1)) には組 (3; 1, 1, 1, 1, 1, 1)が対応する. 一
方, 非特異 3次曲面の対称性から E6型ルート系に付随するWeyl群W (E6)

‡が PicS上に
作用するため, 適当な基底変換により

(4.1) b1 ≥ · · · ≥ b6 かつ a ≥ b1 + b2 + b3

‡Weyl群W (E6)は P2 の Cremona変換 σと ei (1 ≤ i ≤ 6)の置換で生成される.
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を満たすように PicSの基底を取り替えることが可能である. このような PicSの基底を
(Dに対する)標準基底と呼ぶ. この基底のもとで S上の完備線形系 |D|が次数 3以上の非
特異連結曲線を含む為の必要十分条件は a > b1かつ b6 ≥ 0と表され, その次数 dと種数 g

はそれぞれ

(4.2) d = 3a−
6∑

i=1

bi, g =
(a− 1)(a− 2)

2
−

6∑
i=1

bi(bi − 1)

2
.

と表される. 逆に式 (4.1)および (4.2) を満たす 7整数の組 (a; b1, . . . , b6)が与えられたと
き, 空間曲線のヒルベルトスキームの閉部分集合が次のように定義される.

定義 4.1. (a; b1, . . . , b6)に付随するH(d, g)scの閉集合W (a; b1, . . . , b6)を

W (a; b1, . . . , b6) :=

{
C ∈ H(d, g)sc

∣∣∣∣C ⊂ S for ∃S: smooth cubic, and

[C] = al−
∑6

i=1 biei in PicS

}−

によって定義し, H(d, g)scの 3-極大族とよぶ. (ただし {}−はH(d, g)scにおける閉包を表
す.)

例えば例 3.1(Mumfordの例)におけるW は

W =
{
C

∣∣ C ∼ −4KS + 2E
}−

= W (12; 4, 4, 4, 4, 4, 2)

と表せ, その一般元Cは図 2 のようになる.

S = Blp1,...,p6P
2

e1

e2

e3

e4

e5

e6

ε

P
2p1

p2p3p4

p5
p6

C

[C] = (12; 4, 4, 4, 4, 4, 2) ∈ PicS = Z
7

d = 3 · 12− 4− 4− 4− 4− 4− 2 = 14

g = (12−1)(12−2)
2

− 6− 6− 6− 6− 6− 3 = 24

Figure 2. マンフォードの例の一般元
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命題 4.2 (Kleppe [7]). d > 9とし, W = W (a; b1, . . . , b6)をH(d, g)scの 3-極大族とする.

CはW の一般元とし, SはCを含む非特異 3次曲面 (d > 9より唯一)とする. このとき次
が成り立つ:

(1) W −→ |OP3(3)| ' P19, [C] 7→ [S]は Pd+g−1-束になる (dim |OS(C)| = d+ g − 1).

(2) W は既約であり, dimW = d+ g + 18である.

(3) W がH(d, g)scの既約成分ならば d+ g + 18 ≥ 4d = χ(NC/P3)が成り立つ.

(4) H1(P3, IC(3)) = 0ならばW ⊂ H(d, g)scは既約成分であり§, かつH(d, g)scはW

に沿って生成的に非特異 (generically smooth)である.

特にW が生成点で被約でないような H(d, g)sc の既約成分ならば, g ≥ 3d − 18 かつ
H1(P3, IC(3)) 6= 0が成り立つ. 逆が成り立つことを予想したものが次の Kleppe予想で
ある.

予想 4.3 (Kleppe [7]). d > 9かつ g ≥ 3d− 18とし, W ⊂ H(d, g)scを一般元Cが非特異
3次曲面に含まれるような 3-極大族とする. もしH1(P3, IC(3)) 6= 0ならば

(1) W は (H(d, g)sc)redの既約成分であり,

(2) H(d, g)scはW に沿って生成的に被約でない.

この予想は等式 dim[C]H(d, g)sc = d+ g+18 と同値である. 実際予想 4.3の仮定の下で,

h0(C,NC/P3)− dimW = h1(P3, IC(3)) > 0

が成立し (cf. (5.1)), 予想の主張 (2)は (1)から従う. この予想はMumfordの例の一般化と
捉えることも可能だが, 空間曲線のヒルベルトスキームの既約成分に関する次の基本的な
問題と密接に関係している.

問題 4.4. 非特異空間曲線のヒルベルトスキームの既約成分のうち, その一般元が非特異
3次曲面に含まれるものを分類せよ.

予想 4.3が解決すれば, 問題 4.4が解決する. Kleppeは 2つの (d, g)-領域: d ≤ 17かつ
g > −1+ (d2− 4)/8, および d ≥ 18かつ g > 7+ (d− 2)2/8において, 予想が正しいことを
証明した. しかしEllia [2]はW の一般元Cが線形正規でない (⇔ H1(P3, IC(1)) 6= 0)なら
ば予想の結論 (1)が成り立たないことを反例の構成により示し, 予想 4.3の仮定にCの線
形正規性を追加するように提案した. さらにCが線形正規かつ d ≥ 21かつ g > G(d, 5)¶な
らば予想 4.3が正しいことも証明している. 次が Elliaによって構成された反例である.

§このとき C ⊂ P3 の変形が旗 C ⊂ S ⊂ P3 の変形から導かれる.

¶ここで G(d, 5)はどんな 4次曲面にも含まれないような d次空間曲線の最大種数を表す.
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例 4.5 (Ellia [2]). F = (2) ∩ (2) ⊂ P4を非特異 4次 del Pezzo曲面とし, Γ = (n) ∩ F

(n ≥ 6)を非特異完全交叉とする. p0を曲面F 上の点とし, ΓにもF 上の 16本の直線にも
含まれないと仮定する. p0からの射影 πp0により次の図式が導かれる.

Γ = (n) ∩ F ⊂ F = (2) ∩ (2) ⊂ P4y≃
y yπp0

C0 ∼ (3n;n, n, n, n, n, 0) ⊂ S0 = (3) ⊂ P3

πp0 による F の像 S0 ⊂ P3は非特異 3次曲面になる. 一方 Γの像 C0 ⊂ S0は Γと同型で
あり, H1(P3, IC0(1)) 6= 0かつH1(P3, IC0(3)) 6= 0を満たす. pt 6∈ P4 \ F の p0への特殊
化 pt ⇝ p0を考えれば, 特殊化 Ct ⇝ C0が導かれる. C0の変形 Ct (t 6= 0)は P3内の非
正規 4次曲面 πpt(F )に含まれる非特異曲線であり, その次数 (= 4n ≥ 24)からどの非特
異 3次曲面にも含まれない. したがって 3-極大族W (3n;n, n, n, n, n, 0)を真に含むような
(H(d, g)sc)redの既約成分 V が存在する. (つまり dim[C] H(d, g)sc > d+ g + 18.)

5. 主結果とその証明

本節の目的は節 2の障害性定理 (定理 2.2) を応用し次の定理を証明することである.

定理 5.1 (cf. [16]). C が 2次的正規 (quadratically normal), すなわちH1(P3, IC(2)) = 0

を満たすならば, Kleppe予想 (予想 4.3)は正しい.

注意 5.2. (1) 1 ≤ n ≤ 3とする. 予想のW = W (a; b1, . . . , b6)に対し, W の一般元 C

が n-正規 (つまりH1(P3, IC(n)) = 0)であるための必要十分条件は b6 ≥ nで与え
られる. とくにCが 2次的正規ならば線形正規であることが従う.

(2) Cが線形正規かつ 2次的非正規 (⇔ b6 = 1)の場合の予想はまだ解かれていない (よ
うに思う). 定理の仮定のもとで h1(IC(3)) ≤ 18 = 6 · 3が成立し, h1(IC(3))が大き
い場合の証明が難しい.

定理 5.1の証明の概略を述べるために, ヒルベルト旗スキームに関する補題 5.3を準備
する. 射影スキームXに対し, C ⊂ S ⊂ Xを満たす閉部分スキームの列 (または対)(C, S)

をパラメータづける射影スキームHFXが存在し, Xのヒルベルト旗スキームと呼ばれる.

対 (C, S)に対し, Xにおけるその法層がファイバー積

N(C,S)/X := NC/X ×
NS/X

∣∣
C

NS/X

によって定義され, C ↪→ S ↪→ Xが正則埋め込みのとき, ヒルベルトスキームのときと同
様の次元の不等式 (cf. (2.1)) が変形理論の一般論から成立する. 以下ヒルベルト旗スキー
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ムからの (第 1)射影
pr1 : HFX → HilbX, (C, S) 7→ [C]

の接写像を p1 : H
0(X,N(C,S)/X)→ H0(C,NC/X)で表す.

補題 5.3 (cf. [16, Lem. 2.17]). (1) H1(X,N(C,S)/X) = H0(S, IC/S ⊗S NS/X) = 0, かつ
(2) 任意の α ∈ H0(C,NC/X) \ im p1 に対し ob(α) 6= 0.

ならば,

dim(C,S) HFX = dim[C] HilbX

が成り立つ.

定理 5.1の証明の概略 次数に関する仮定により, 予想 4.3の曲線 C ⊂ P3 に対し C ⊂

S ⊂ P3を満たすような中間 3次曲面 S が唯一つ存在する. S も P3も共に Fanoであり,

C ⊂ S ⊂ P3は余次元 1 の列なのでH1(P3, N(C,S)/P3) = 0が成立する. 従って P3のヒルベ
ルト旗スキームHFP3は (C, S)において非特異, かつ次元は期待次元

χ(P3, N(C,S)/P3) = d+ g + 18

に等しいことがわかる. S上の層短完全列

0→ IC/S ⊗S NS/P3 → N(C,S)/P3 → NC/P3 → 0

からコホモロジーの長完全列

(5.1) H0(P3, N(C,S)/P3)
p1−→ H0(C,NC/P3) −→ H1(S, IC/S ⊗S NS/P3)︸ ︷︷ ︸

≃H1(P3,IC(3))

−→ 0

が誘導される.　主定理 5.1では C が 2次正規のため, α ∈ H0(C,NC/P3) \ im p1に対し,

その外成分 πC/S(α)は S 上の適当な直線 E1, . . . , Ek (1 ≤ k ≤ 6)に対し, S 上の直線束
NS/P3(E1 + · · ·+Ek)の大域切断 (すなわち S ⊂ P3の極付き無限小変形)へとリフトする.

このリフティングと定理 2.2を組み合わせて用いることにより, ob(α) 6= 0が示せる. した
がって補題 5.3の仮定が満たされ, dim[C] H(d, g)sc = dim(C,S) HFP3 = d + g + 18が証明
された. □

定理 2.2はヒルベルトスキームの次元の決定だけでなく, 特異性の決定にも用いられる.

S ⊂ P3を非特異 3次曲面, C ⊂ Sを非特異曲線とする. S上の直線束 L ∈ PicSを次で定
義する:

L := OS(C)⊗S N−1
S/P3 ∼ C + 3KS

命題 5.4. |L+KS| = ∅または LがネフならばC ⊂ P3は障害を受けない.
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非特異 3次曲面上の空間曲線に対しその変形が障害を受けるための十分条件を曲面上の
直線の言葉で述べた定理が次の定理である.

定理 5.5 (cf. [16]). L +KS ≥ 0かつ S上のある直線Eに対しm := −L.E > 0(つまり L

はネフでない)を仮定する. このときm = 1を満たすか, または 2 ≤ m ≤ 3を満たしかつ
次の条件が成り立てばC ⊂ P3の変形は障害を受ける:

• S上の因子∆ := L+KS − 2mEに対し制限写像

% : H0(S,∆)→ H0(E,∆
∣∣
E
)

が全射的である.

定理 5.5の特別な場合として次の系を得る.

系 5.6. C ⊂ P3が非特異 3次曲面 S ⊂ P3 に含まれ, 次の条件を満たすならば C ⊂ P3の
変形は障害を受ける:

(1) C + 4KS ≥ 0, かつ
(2) C.` = 2を満たす直線 ` ⊂ Sが存在する.

最後に例を紹介する.

例 5.7. λ ∈ Z≥0とし 3-極大族

W := W (λ+ 14; 2, 2, 2, 2, 2, 2) ⊂ H(d, g)sc

を考える. このときW の一般元 C の次数と種数はそれぞれ d = 3(λ + 10)と g = (λ +

16)(λ+ 9)/2で与えられる.

Bs |C + 3KS| = (0;−1,−1,−1,−1,−1,−1) (6直線)

より, h1(IC(3)) = 6となる. したがってヒルベルトスキームH(d, g)scは生成点での接次
元がスキームの次元よりも 6大きな非被約成分を持つ.

例 5.8 (Kleppe [6], 余次元 1の特異点の例). 3-極大族

W := W (12; 4, 4, 4, 4, 2, 2) ⊂ H(16, 29)sc

を考える. W の次元 d + g + 18 = 63は期待次元 4d = 64より真に小さいため, W は
(H(16, 29)sc)red の既約成分でない. 一方, H(16, 29)sc の [C]での接次元は h0(NC/P3) =

63 + h1(IC(3)) = 65 に等しいことがわかる. ここで主定理 5.5または系 5.6を用いれば,

dim[C] H(16, 29)sc = 64が従う. つまりH(16, 29)scはW に沿って余次元 1の特異点を持つ.
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6. おわりに...

第 20回代数曲線論シンポジウムで講演の機会を与えていただいた世話役の春井岳さん,

高橋剛さん, 真瀬真樹子さん, 三浦敬さん, 渡邉健太さんに感謝します. またこれまで 19

年間の長きにわたり世話役として, 代数曲線論シンポジウムの開催を支えて下さった米田
二良先生と大渕朗先生にそのご尽力に対し心からお礼申し上げます. そして今後も代数曲
線論シンポジウムが末長く開催され, 代数曲線に関する研究が益々発展することをこのシ
ンポジウムの一ファンとして願っています.
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